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GENERALISATION DE LA THEORIE DE PLASTICITE
DE W. T. KOlTER

J. MANDEL

L'Ecole Polytechnique, Paris

Resume-Dn considere un milieu dans lequel la deformation plastique s'effectue par glissements suivant
plusieurs families de plans paralleles, ou plus generalement met en jeu simultanement plusieurs mecanismes.
Un tel cas a deja ete envisage par differents auteurs (Budiansky [I], Sanders [7], Koiter (4)), mais seulement
dans l'hypothese de mecanismes independants. Koiter a, dans une synthese d'une grande elegance [4], etendu
la theorie c1assique de la plasticite au cas oil il existe plusieurs mecanismes d'ecoulement independants. La
generalisation que nous envisageons ici concerne Ie cas de mecanismes d'ecoulement non independants. Un
glissement suivant une premiere direction, par exemple, influe sur la resistance au glissement suivant une autre
direction. Nous etablissons d'abord et discutons la forme des relations d'ecoulement correspondant a ce cas.
Nous montrons ensuite que ces relations plus generales conservent les memes proprietes que celles de Koiter,
moyennant deux hypotheses complementaires qui permettent de retrouver tous les theoremes de la theorie du
potentiel plastique.

1. VITESSES DE GLISSEMENT ET VITESSES DE CONTRAINTES

SOIT respectivement u et vIes tenseurs des contraintes et des vitesses de deformation.
On remplace ces tenseurs symetriques par des vecteurs d'un espace a six dimensions £6
en posant:

de telle maniere que Ie produit scalaire (Jijvij de deux tenseurs est remp]ace par ]e produit
scalaire (JiVi des vecteurs correspondants.

On envisage une deformation plastique qui peut resulter de N mecanismes differents,
par exemple de glissements suivant N familIes de plans paralleles avec eventuellement
dilatation perpendiculaire aux plans de glissement et proportionnelle au glissement.
Dans Ie mecanisme de numero k la deformation est caracterisee par Yk glissement relatif
de deux plans distants de l'unite. Par hypothese Yk est non decroissant. Autrement dit
deux glissements de sens opposes sont consideres comme deux mecanismes distincts
ayant des numeros d'ordre differents. On a donc Yk ~ O.

La vitesse de deformation dans Ie mecanisme k est definie par:

(1 )

Dans Ie cas d'un glissement de vitesse Y suivant un plan de normale D (vecteur
unitaire) dans une direction de vecteur unitaire m de ce plan, avec dilatation de vitesse
f. = Ky suivant D, on a, avec la notation classique a deux indices:
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d'ou (Xij' Pour un glissement pur:

J. MANDEL

(Xij = i(mjnj+mjn;).

Pour Ie mecanisme r la condition de glissement est:

(2)

Le domaine eIastique actuel est I'intersection des regions f, :( O. Si ces regions sont
convexes, Ie domaine elastique est convexe.

Si Ie mecanisme rest actif a l'instant t et Ie reste a t+dt, on at:

soit, en posant:

Si Ie mecanisme rest actif a t mais ne Ie reste pas a t +dt, on a:

f,,/f/ -H,kY: < 0,

(3)

(4)

Ie signe + indiquant qu'il s'agit des derivees a droite (t + 0). Si au contraire Ie mecanisme
r n'etait pas actif a t - dt, mais Ie devientat:

f,,/f; -H'kYk > O. (4')

Supposons Ie point de coordonnees (Jj a l'intersection de q facesf, = 0 et considerons
une deformation dans laquelle entre (t et t +dt) n(:( q) des mecanismes correspondants,
numerotes Vb Vb'" Vn sont actifs. On aura (avec k = Vb Vb'" Vn):

1../f / = H'k}':

f"jiJ/ < H'kY:
ouf, < 0

(etf, = 0)

etf, = 0

(5)

(6)

(7)

Les inegalites (6) seraient renversees si l'on considerait la deformation entre t-dt et
t, c'est a dire les derivees a gauche. En general on envisage l'evolution entre t et t+dt,
done les derivees adroite, et dans la suite, pour alleger l'ecriture, nous supprimerons Ie
signe +.

Le nombre des inegalites (6) est q - n. Pour n = q on a charge totale, pour n = 0
decharge totale, pour 0 < n < q charge partielle.

Un choix de n mecanismes actifs parmi les q possibles a partir du point (Ji est ce que
nous appellerons un mode de deformation d'ordre n. Le nombre des modes de deformation
d'ordre nest C; = q lin !(q - n)1. Le nombre total des modes de deformation (y compris
la decharge totale) est 1+C~ + ... +q = 2Q

•

Lorsque les glissements obeissent it la loi de Schmid de la plasticite cristalline, Ie
glissement est determine uniquement par la cission 't sur Ie plan de glissement dans la

t On utilise dans toute la suite la convention de sommation de l'indice muet.
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direction de glissement :
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Autrement dit:

et:

(8)

f. - (r)r.j - rxj , (9)

(10)

La relation: (9) f... j = rxy) a lieu plus generalement si l'on admet la regie de normalite
du vecteur vitesse de deformation plastique: vf = rx~r)Yr (en supposant Ie mecanisme r
seul actiO a la surface limite correspondante f.. = O. En effet la normalite entraine
f..,j = Arxy) et l'on peut choisir fr de maniere que A = 1. On dit qu'il y a potentiel plastique
lorsque (9) a lieu. Dans ce cas, si les regions fk ~ 0 sont convexes, on a, a designant un
etat de contrainte a la limite d'ecoulement, 0- un autre etat situe en der;a de ou sur cette
limite:

d'oiI, puisque Yk est aussi positif:

(O';-iT;)vf = fdO'i-iT;)Yk :;::: O.

C'est Ie principe du travail maximal. On a aussi:

(yjV) = (Yjf...jYr = HrkY;'Yr'

mais Ie signe de cette quantite n'est pas fixe sans hypothese nouvelle. 11 y ala une difference
notable avec Ie cas du potentie1 plastique simple, dans leque1la notion meme d'ecrouissage
exige (yjV) > 0 (inegalite de Drucker), puisque iJ doit etre dirige vers l'exterieur du
domaine elastique.

2. INVERSION DES RELAnONS. RELAnONS D'ECOULEMENT

En vue d'obtenir la vitesse de deformation (donnee par (1» en fonction des vitesses de
contraintes (y, nous devons resoudre les equations (5) par rapport aux Yk avec les con­
ditions:

pour r # V 1, ••• , Vn> sifr = O.

On montrera plus loin (N° 6) que, si la matrice H kr est symetrique et la forme quad­
ratique associee definie positive, la solution existe, et qu'elle est unique. Mais les hypo­
theses ainsi faites sont peut-etre un peu trop restrictives.

Les restrictions les moins discutables imposees a la matrice H sont celles qui decoulent
de la notion d'ecrouissage. Lorsque Ie point de coordonnees O'i se dirige vers l'interieur
du domaine elastique actuel, c'est a dire lorsque tous les f...j (yj sont negatifs (Iorsque
f.. = 0), la seule solution possible doit etre Yk = O,'vkt (deformation elastique). En par­
ticulier ceci implique H rr :;::: 0 (la resistance au glissement Yr augmente avec celui-ci).
On verra plus loin (N° 5) que ces restrictions eliminent les cas d'impossibilite de la solution,

t'lt signifie: quel que soil.
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mais autorisent 1'existence de plusieurs modes de deformation dans lesquels les mecanismes
actifs sont differents. L'unicite du mode de deformation n'est pas assuree,

En outre, supposant Ie mode fixe, c'est adire les surfaces actives Vl " , , , VII determinees,
on va voir que dans certains cas les }'k peuvent etre indetermines,

Nous nous limiterons pour 1'instant a ce dernier point, c'est a dire a la solution des
equations (5) en h, Ie mode de deformation V t , •.. VII etant suppose fixe,

Dans ces equations la matrice qui intervient est en realite une sous-matrice principale
H~~,,·Vn, constituee par les n lignes et les n colonnes relatives aux glissements actifs, de la
matrice complete H kr'

8i cette sous-matrice est inversible, et si g~~ ... Vn designe son inverse, la resolution par
rapport aux h donne:

d'oD par (1):

I vf = (J.~gV 1· .. Vni' .;0:;]
I I kr J r ,J J .

(11)

(12)

8i la sous-matrice est de rang n-p seulement, il doit exister entre les ai p relations de la
forme:

A(l)j' .'. = 0
r r,J (JJ (13)

qui expriment que Ie vecteur iJ est contenu dans un sous-espace lineaire a6 - p dimensions
de l'espace E6.t La solution des equations (5) depend alors de p constantes arbitraires
III et peut s'ecrire:

(14)

Le premier terme du second membre est une solution particuliere des equations com­
pli:~tes. Les p~) sont p solutions lineairement independantes des equations rendues
homogenes: HrkPk = ot. Pour }'k = Pk' si Pk est positif Vk, d'ou fr,ij = 0 par (5)
(r = Vb' .. VII)' on a une deformation plastique sans ecrouissage, ou parfaitement plastique,
Ie point de coordonnees (Jj restant fixe au se depla~ant sur l'intersection des n faces actives
qui restent fixes, De (14) on deduit:

(15)

Dans Ie cas du potentiel plastique: cxjk) = fk,i la formule contient comme cas particulier
la loi du potentiel multiple de Koiter [4] (et bien entendu la loi du potentiel simple, tant
pour Ie corps ecrouissable que pour Ie corps parfaitement plastique).

Dans la conception de Koiter les differents mecanismes sont independants. Cela
signifie que fr ne depend que de Yr' La matrice H kr est diagonale ainsi que toutes ses
sous-matrices principales et par suite aussi les matrices gkr' D'ailleurs les equations (5)
se reduisent a:

t S'il n'en est pas ainsi il Caut envisager des modes de deformation avec mains de n meeanismes aetifs.
t Si la matriee H est symetrique, on peut prendre p~l) = A~', puisque Ies i, verifient: i'kHkr = 0 au Hrk)'k = O.
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avec Hrr ~ O. D'ou:

. {gdk,iJit
Yk = > 0 arbitraire

Alors:

si H kk # 0

si H kk = O.

Ie terme d 'ordre k etant a remplacer par lX\k)Yk avec Yk > 0 arbitraire dans Ie cas ou Ie
mecanisme k est sans ecrouissage.

L'inMpendance des mecanismes parait difficilement acceptable dans Ie cas d'un
cristal ou les dislocations produites par un systeme de glissement consituent des obstacles
pour les autres systemes.

3. REMARQUES DIVERSES

(a) Puisque la resistance au mecanisme k depend des deformations suivant les autres
mecanismes, la surface fk = 0 ne reste pas fixe, meme lorsqu'elle n'est pas active.

(b) Vne autre difference avec Ie cas de Koiter est que I'angle de charge totale et les
angles de charge partielle au point (Ji de la surface de charge ne sont pas limites par les
prolongements des faces qui se coupent au point (Ji' En elfet Ie mecanisme k cesse d'etre
actif lorsque Yk s'annule. En supposant la sous-matrice H~;"'v" inversible, on obtient la
relation:

qui dans I'espace de coordonnees (Ji definit Ie plan limitet. Dans Ie cas de Koiter, la
matrice gkr est diagonale et Ie plan limite (d'equation: fkjJj = 0) est celui de la face
correspondant au mecanisme k. II n'en est pas de meme dans Ie cas general. En particulier
l'angle de charge totale n'est pas l'angle oppose al'angle de la surface de charge au point
(Ji' II peut etre plus ouvert ou moins ouvert que ce dernier. Considerons par exemple
Ie cas ou q = 2. II y a au maximum deux mecanismes actifs (r = 1, r = 2). L'angle de
charge totale est limite par deux demi-plans PI correspondant a Yl = 0, Y2 > 0 et P2
correspondant a Y2 = 0, Yl > O. Or, d'apres (5), dans PI:

fujj = H 12Y2 (Y2 > 0)

a Ie signe de H 12' Donc suivant que H 12 est positif ou negatif, I'angle de charge totale
est (du cote de PI) moins ouvert ou plus ouvert que l'angle de la surface de charge.

(c) Vne difficulte des relations d'ecoulement exprimees par (12) (ou (15)) est que
la matrice g~;"'v" depend des mecanismes actifs§, de sorte qu'en un point (Ji appartenant

t pas de sommation en k.
t Lorsque la sous-matrice n'est pas inversible, les plans limites sont rem places par les plans (13), qui con­

stituent Ie domaine de variation de 0- lorsque les n mecanismes sont actifs.
§ On aurait pu poser directement des relations d'ecoulement de la forme (12). Mais en adoptant la meme

malrice g, quels que soienl les mecanismes actifs, on n'obtenait pas des relations coherentes. En elfet la sup­
pression du mecanisme p devait faire disparaitre non seulement les termes gop!p,jo-j, mais encore les termes
gpJ~./Jj d'ou, au moment ou Ie mecanisme p cesse d'etre actif, deux conditions:

!P./Jj = 0, gpoJ../'j = 0

qui ne co'incident pas, a moins que: gpo = gpv'50p (cas de Koiter).
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aq faces de la surface de charge, il ya 2q -1 matrices diflerentes aconsiderer. Comparons
les matrices g relatives an surfaces actives et an -1 surfaces actives, la surface de numero
P = Vn disparaissant d'un cas a l'autre, tandis que les 11-1 autres surfaces subsistent.
Pour simplifier l'ecriture, ecrivons simplement (11) au lieu de VI" • Vn . Nous supposons
les matrices HL:) et HL:-l) inversibles.

Les 2 formes lineaires :
V n

X k == L gL~xs'
VI

Vn - 1

Yk == L gL:-l)xs ,

VI

ont leurs valeurs numeriques egales (pour k # p) lorsque X p = 0, puisque les relations
inverses:

Vn Vn - 1

Xk = L HksXs = L HksY,

entrainent

On peut donc poser:

Y, = Xs(S # p) si X p = O.

d'ou:

soit, en eliminant Ak:

g(n) = g(n-I)+A.O(n)
ks ks KbpS'

g(n) = A.O(n)
kp I<bpp'

(16)

4. EXEMPLE DE MATRICE H NON INVERSIBLE

Supposons H de la forme:

An

Toutes les sous-matrices de H sont de rang 1. On a donc p = 11-1 relations necessaires
(13) entre les iIi' Effectivement les equations (5) s'ecrivent:

fr,jiI j = ArLBk1'k'
k

(17)

On voit que les n rapports fr,jiI/A r = <{Jr doivent etre egaux entre eux et leur valeur
commune positive. En supprimant l'indice r pour designer cette valeur commune, on a
alors:

(18)

les Pk etant 11 constantes positives assujetties a l'unique condition:

L BkPk = 1.
k

(19)
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Notons que les inegalites (6) donnent les conditions:

fr,iJ j < "B .
-- L. kYk

Ar k
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Donc si q est Ie nombre des surfaces fr = 0 se croisant au point (Ji; seules demeurent
actives, pour une direction donnee de if, les surfaces correspondant it la valeur la plus
elevee du rapport f.fJ, valeur qui doit en outre etre positive (dans Ie cas ou elle est negative,
n = 0). On voit que, dans I'exemple actuel, Ie mode de deformation est determine d'une
maniere unique. En revanche, pour un mode d'ordre n, la vitesse de deformation depend
de n -1 constantes arbitraires.

Pour fixer les idees, supposons que les mecanismes soient des glissements obeissant
it la loi de Schmid. Les surfaces f,. = 0 sont alors des plans paralleles it la droite ~

(1,1,1,0,0,0) et Ie nombre de surfaces se croisant au point (Jj est au plus q = 5. Avec
q = 5, pour que I'on ait n = 5 (charge totale) il faut que les cinq rapports f.fJr correspondant
aux surfaces passant par (Jj soient egaux entre eux. Donc if doit etre dans un sous-espace
lineaire it 2 dimensions Sz contenant la direction ~. L'angle de charge totale est reduit
it zero.

Pour que I'on ait n = 4, il faut que les quatre rapports f.fJr les plus eleves soient egaux
entre eux. if doit etre dans I'un ou I'autre de cinq sous-espaces it trois dimensions con­
tenant Sz et d'un cote determine par rapport it Sz, etc....

Si Ie rapport f.fJr Ie plus eleve est diflhent des quatre autres et positif, on a n = 1, s'il
est negatif, n = 0 (decharge totale).

Cas particuliers. On suppose fr choisi de maniere que Hrk'lk represente I'augmentation
de la resistance au mecanisme r. Dans Ie cas de glissements obeissant it la loi de Schmid,j~

est defini par (8).

(1) A r est independant de r. Alors I'augmentation de resistance A r Lk (Bk'h) est in­
dependante du mecanisme envisage. C'est Ie cas de l'ecrouissage isotrope. Dans I'espace
des contraintes la surface de charge se transforme en restant homothetique it elle-meme.

(2) Bk est independant de k. Alors l'augmentation de resistance est ArB Lk 'h. Donc
la resistance ne depend que de L Yk somme des glissements. C'est l'hypothese de Taylor
[8].

Si Ie milieu est isotrope et les differents mecanismes identiques it I'orientation pres,
l'influence de Yr sur la resistance aYk egale l'influence de Yk sur la resistance aYr: la matrice
H est alors symetrique (B j = AJ. Dans ces conditions les deux cas particuliers envisages
se confondent et I'on retrouve les relations proposees par Hodge [3] pour l'ecrouissage
isotrope.

Exemple: Critere de Tresca. Ce critere suppose Ie corps isotrope. (J1, (Jz, (J3 designant
les trois contraintes principales, pla<;ons-nous sur une arete (J 1 = (J 2 du prisme hexagonal
representatif. II y a alors deux mecanismes d'ecoulement possibles, definis par:

11 == (J1-(J3- H (Y1'YZ) = 0,

Iz == (Jz -(J3 -H(Yz, Y1) = o.
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Les vitesses de deformation plastique principales sont:

vi = fU)'l +j~.2)'2 = 5'2'

vS =f1.3h+f2.3}'2 = -(}'1+}'2)'

Si les 2 mecanismes sont actifs, on a:

0"1-0"3 = A},! +BY2

0"2 - 0"3 = Bh +AY2

eil = 0),

(f~ = 0).

Si l'ecrouissage est isotrope, Ie critere reste valable apres deformation plastique, done
dans Ie cas des deux mecanismes actifs: 0"2 = 0"1 (Ie point de charge reste sur l'arete
(J I = (J2-notons que l'angle de charge totale est nul), d'ou B = A, et en designant par (J la
valeur commune de (J 1 et (J 2:

0"-0"3 = A(YI +}'2)

uS est determine, mais vlf et ui ne Ie sont pas; seule leur somme egale a-uS est determinee
par les relations d'ecoulement.

5. UTILISATION DE VARIABLES GENERALISEES

On simplifie les relations et leur discussion en utilisant des variables generalisees
(forces Qi' deplacements qJ On suppose qu'on peut choisir les variables q de maniere
que dans Ie mecanisme r seul varie qr et les variables Q de maniere que la condition de
blocage du mecanisme r ait la forme:

(20)

Dans un mode de deformation d'ordre n on aura:

Qr = Hrih

Qr < Hrih

pour r = VI"" "n'

pour r =1= VI"'" Vn .

(21 )

La discussion de l'inversion de ces relations est facile si nous nous limitons a deux
mecanismes.

(a) Dans Ie cas ou les deux mecanismes sont actifs (regime 1+2):

{
~l = A:. l +Bq~
Q2 = Bql +Cq2

d'oll, si
AC-BB' =1= 0:

(AC-BB')ql = CQl-BQ2' (AC-BB')q2 = -B'QI +AQ2'

Si AC - BB' = 0, il faut que l'on ait BQ2 - CQI = 0 et dans ce cas:

. ,QI . A Q2
ql = AlA' q2 = 2e .

AI. )'2 etant 2 nombres positifs tels que Al +;'2 = 1.
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(b) lorsque Ie mecanisme un est seul actif (regime I):

281

ift > 0,

(c) lorsque Ie mecanisme deux est seul actif (regime 2):

til = 0,

La matrice H doit etre teIle qu'il n'y ait pas de possibilite de deformation permanente
Iorsque Ie point Q I Q2 se dirige vers I'interieur du domaine elastique limite par Ies droites:

y
I
I

:Regimf' 1 + 2

L'impossibilite du regime 1 pour <21 < °impose A > 0.
L'impossibilite du regime 2 pour <22 < °impose C > 0.

C'4

·0 I °2
d1 R~gimQ 2

I )('._r-r;.--n....,.;.~:.

I
I
I R~9im~ 1
I L

Q
1

FIG. 1.

y

FIG. 2.

Entin I'impossibilite du regime 1+2 pour Ql et Q2 < °impose que, lorsque BB' ~ AC,
B et B' soient positifs. Comptetenu de ces restrictions, il reste trois cas a distinguer:

(1) AC - BB' > °(Fig. 1). A partir du sommet S de la frontiere eIastique OU se trouve
actuellement Ie point de charge QI Q2' portons Ie vecteur vitesse de ce point <21 <22' Soit
DI la direction A, B' (tiz = 0, til > 0), D2 la direction B, C (til = 0, tiz > 0). La condition
AC - BB' > °montre que I'angle oriente SD I , SDz est compris entre °et Te. Dans I'angle
Y'SD I (pour la vitesse Q) on a Ie regime 1, dans I'angle X'SD z Ie regime 2, dans I'angle
D I SD 2 Ie regime 1+2.

Dans Ie regime 1 Ie point de charge ne reste pas au sommet de la frontiere elastique,
ce sommet se deplarant dans la direction SD I' De meme dans Ie regime 2, Ie sommet se
deplac;ant alors dans la direction SD 2 •

L'angle de charge totale ne coIncide avec I'angle XSY des tangentes a la frontiere
elastique que lorsque B = B' = 0, c'est a dire lorsque les deux mecanismes sont inde­
pendants.

(2) AC - BB' = °avec B, B' positifs (Fig. 2). Les demies droites D I et D 2 sont con­
fondues. L'angle de charge totale est reduit a zero. Lorsque Q est dirige suivant SD I ,

Ie vecteur q est de direction arbitraire dans l'angle XS Y.
(3) AC - BB' < °avec B, B' > °(Fig. 3). La demie droite SD 1 passe au dessus de la

demie droite SD 2, de sorte que dans I'angle DISD z, les 3 regimes sont possibles.

Exelllple: Considerons un modele (Fig. 4) constitue par une tige A de section rectangulaire
pouvant subir une translation paraIlele a son axe (deplacement x, force F) et une rotation



282

FIG. 3.
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FIG. 4.

autour de cet axe (angle 0, couple C). Cette tige glisse entre deux pieces symetriques
P et Q qui tournent dans une gorge circulaire de rayon r et subissent la rotation 0, mais
non la translation. En fait la tige A est legerement conique et la gorge n'est pas exactement
circulaire, de telle sorte que la reaction normale qui s'exerce aux points de contact de
Pet Q avec la gorge est, pour les petits cteplacements, de la forme:

N = No+ax+bO,

(on peut supposer Ie contact etabli par des pistons appuyes par des ressorts). II y a
frottement en ces contacts (coefficient 12) et aussi sur les faces superieure et inferieure
de A (coefficientfd.

Les deux mecanismes sont ici la translation et la rotation. Les conditions de blocage
(20) sont:

F-2/1N < 0,

et les equations (21) peuvent s'ecrire:

F = rxx+{Je

C = 12r
(rxi + {JO).

II

On est done dans Ie cas 2 de la discussion. Si C < f2r/ll F on a translation sans
rotation, si C> f2r/ll F rotation sans translation.

Pour obtenir Ie cas 1 il suffit d'imaginer qu'a I'extremite droite de la tige A agit un
ressort exen;:ant une resistance kx(k > 0). On a alors:

F = (rx+k)x+{Je

tandis que l'expression de C n'est pas changee, d'ou:

AC-BB' = 11r
k{J > O.

Pour obtenir Ie cas 3 on peut imaginer qu'a l'extremite droite de A agit la tension
d'un til pesant de poids m par unite de longueur, qui passe sur une poulie sans frottement
et est tendu par un poids. La longueur du brin vertical du til etant de la forme C + x, la
tension du brin horizontal est To +mx d' au:

F = (lY..-m)x+{JiJ.
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d'apres (5),

d'apres (5) et (6)

Pour f1J > IX il y aurait instabilite. Mais pour f1J < IX il y a stabilite et I'on se trouve dans
Ie cas 3.

Ce troisieme cas, cas de non unicite des modes de deformation, est probablement
plus rare que les precedents. Pour I'obtenir on a dii imaginer un systeme dont I'energie
potentielle n'est pas minimaIe dans I'etat initial (et qui n'est stable que grace au frottement).
Toutefois cette raison ne suffit pas, it notre avis, pour ecarter comme impossibles les
cas de muitiplicite des modes en deformation plastique.

6. HYPOTHESES COMPLEMENTAIRES

Nous ferons maintenant sur la matrice H des hypotheses complementaires qui
entrainent I'unicite et I'existence de la solution en 'f!k des equations (5) et des conditions (6).

(A) Sans supposer necessairement la matrice H symetrique, supposons que la forme
quadratique Hkrxrxk qui ne depend que de la partie symetrique de H kr soit definie positive.

L 'unicite des Yk en fonction des iT; en resulte

En eifet, posons : Yr!r.j = ~.

Dans Ie cas du potentiel plastique (f..,j = lX~r»), les ~ sont les coordonnees de la
vitesse de deformation plastique. Soit, pour un meme etat de contraintes, deux vitesses
de contraintes O'0l, 0'(2) et y~1) une solution correspondant it 0'0), W) une solution cor­
respondant it 0'(2). On a:

0'(1) WO) = y·olj, .iT(l) = H y'(1):J1)
• r r.J J rk r Yk

0'0) W(2) = y'(2lj, .iT(1) & H y'(2)y'(1)
• r r.J J '" rk r k

= ou < suivant que la surface r, active pour 'P), l'est aussi ou ne l'est pas pour yt1).
On en deduit:

(22)

Supposons maintenant 0'(2) = 0'0). S'il existait deux solutions yt1), y(2) I'inegalite (22)
serait violee (Ie membre de gauche etant nul). La condition A est donc une condition
suffisante d'unicite.

Cette condition n'est d'ailleurs pas necessaire si la matrice H n'est pas symetrique.
En eifet dans Ie cas discute au N° 5 elle se traduit par les inegalites suivantes:

A> 0, C > 0,

ou

(B+B')2
AC- -2- >0,

(B-B')2AC-BB' > -2- .

Or il resuite de la discussion que les conditions necessaires et suffisantes d'unicite sont:

A> 0, C > 0, AC-BB' > O.

(B) Si l'on suppose en outre la matrice H symetrique, ['existence de la solution Ypeut
etre demontree de la fa<;on suivante.
Considerons la fanction des Yi:



284 J. MANDEL

et cherchons son maximum pour Yi ~ O:~ti. Ce maximum existe puisque: HrkYrYk> O.
II est atteint soit a l'interieur, soit a la limite du domaine Yi ~ 0, autrement dit pour:

Pour des variations dYr a partir du maximum on a:

et d¢ = 0

tandis que d¢ < 0 quand dYr > 0 pour r # Vl' V2"'" Vn. II en resulte que:

fr,/Jj-HrkYk = 0

fr,/Jj-HrkYk < 0

pour r = vl , ... , Vn,

pour r # vl , ... , vn•

Les conditions (5) et (6) sont donc realisees par les coordonnees Yi du maximum.
Notons que les vitesses de deformation plastique se deduisent des Y par (1), et les

vitesses de deformation totales elles-memes des vitesses de deformation plastique par:

(23)

Au designant la matrice des compliances eiastiques. L'unicite et l'existence des vitesses
de deformation plastique et des vitesses de deformation totales se trouvent donc etablies
moyennant les hypotheses A pour l'unicite, A et B pour l'existence.

Nous avons laisse de cote jusqu'ici Ie probleme de la determination des inconnues
Yk et iT; a partir de la donnee de la vitesse de deformation plastique, parce que dans ce
probleme la generalisation de la theorie de Koiter n'apporte aucune nouveaute. Supposant
yP donne en un point M de la surface de charge ou se croisent q faces, on doit, pour les q
mecanismes correspondants, determiner des valeurs non negatives des Y" telles que,:
vf = a~r)Yr et qu'a partir de ces Yr on puisse calculer des iTi satisfaisant aux equations (5)
pour les Yr positifs, aux inequations (6) pour les Yr nuls. Bornons-nous au cas du potentiel
plastique (a!r) = fr.J Le probleme n'est possible que si la direction de yP est contenue
dans ou sur la pyramide formee par les normales exterieures aux q faces en M. Dans
I'hypothese (A) la solution pour Yr' si elle existe, est unique. En effet l'existence de deux
solutions y<l), y<2) pour un meme yP serait en contradiction avec l'inegalite (22) ou
W(l) = W(2) = yp. La solution pour a presente une indetermination d'ordre 6-n pour
un mode de deformation d'ordre n.

7. CONSEQUENCES DES HYPOTHESES COMPLEMENTAIRES DANS LE CAS
DU POTENTIEL PLASTIQUE

On va montrer que dans ce cas (a~r) = fr.;) les hypotheses A et B permettent de
retrouver tous les theoremes de la theorie classique du potentiel plastique.

Hypothese A: HrkxrXk ~ O.

II suffit ici de prendre l'inegalite au sens large (egalite permise). Notons que puisque
fr,; = lX~r) l'inegalite A implique Ie postulat de Drucker: iT;vf ~ O.
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Cependant elle est plus forte que ce postulat, car nous la supposons valable non
seulement pour les Yr positifs mais quels que soient les signes de Y" Yk'

L'inegalite (22) (ou W = vP et l'egalite est toleree) devient:

[a(l)_a(2)]. [vP(l)_VP(2)] ~ O. (24)

Cette inegalite est vraie aussi pour les vitesses de deformation elastique Ai/Jj puisque
Ie potentiel elastique Ai/Jj est une forme quadratique positive, et dans ce cas elle est
stricte, c'est a dire que l'egalite ne peut avoir lieu que si a(l) = a(2). Elle est donc vraie
et stricte pour les vitesses de deformation totale definies par (23). On I'etend enfin, au
moyen du theoreme des travaux virtuels, aux contraintes et vitesses de deformation
moyennes sur un element polycristallin, pourvu qu'il n'y ait pas de glissements entre
les cristaux dont il est constitue:

(25)

De (25) on deduit immediatement deux proprietes d'unicite:

(a) Unicite de l'inversion des relations (23) sous la forme:

(26)

En effet I'existence de deux solutions a(l) #- a(2) pour un meme v, est en contradiction
avec (25) ou, pour v(l) = V(2) = v, Ie premier membre serait zero.

(b) Unicite du champ des vitesses de contraintes (theoreme de Melan), lorsque les
vitesses de deplacement sont donnees sur une partie Su de la surface d'un corps et les
vitesses de traction sur Ie reste ST de la surface.

En effet supposons qu'il existe deux champs, a(l) associe aux vitesses de deformation
v(l) et (f(2) associe aux V(2). Le champ a(l)-a(2) est un champ statiquement admissible
correspondant ades vitesses de traction nulles sur ST. Le champ de vitesses V(1)_V(2) est
un champ cinematiquement admissible correspondant a des vitesses de deplacement
nulles sur Sw L'application du theoreme des travaux virtueIs aces deux champs donnerait:

Iv [a(1)_a(2)]. [V(l)_V(2)] dV = 0

en contradiction avec l'inegalite (25) amoins que a(l) = a(2).

De l'unicite des aresulte d'apres Ie N° 6 I'unicite du champ des vitesses de deformation
v si I'inegalite A est stricte. II n'en est plus ainsi si I'inegalite A n'est pas stricte.

Exemple: Hrk = ArBk. La forme quadratique:

HrkxrXk = (Arxr)(Bkxk)

ne verifie pas l'inegalite A, a moins que H ne soit symetrique (Br = Ar) et dans ce cas
elle la verifie au sens large, mais non au sens strict.

Par consequent si H est symetrique, l'unicite de l'expression des <1i en fonction des
vitesses de deformation et l'unicite du champ des vitesses de contraintes sont verifiees.
Mais I'unicite des vitesses de deformation Vi en fonction des <1i et l'unicite du champ
des Vi ne sont pas verifiees, en accord avec les resultats du N° 4 (intervention de n-l
constantes arbitraires dans I'expression de vf).
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Hypothese B+A: Hkr = Hrb HkrXkXr ~ O.

L'adjonction de l'hypothese de symetrie de H a I'hypothese A permet de demontrer
les resultats suivants:

(a) Existence de l'inversion des relations (23) selon (26). Cherchons pour Vi donne, Ie
maximum de la fonction des iJi et des }'k:

-J.. - '. l'A' lH"'I-' - (JiUi-2(Ji ij(Jj-2 krYkYr

pour les 'h non negdtifs et sous les conditions:

fr,jiJj-Hrkh = 0 si Yr #- 0,

j~.jiJj-HrkYk < 0 si Yr = o.
Ce maximum existe puisque:

iJiAijiJj > 0, HkrYkY, ~ O.

Pour les variations d(Ji> dYk apartir du maximum:

d¢ = Vi diJi - AijiJj diJi - HrkYr dYk'

Mais:

d'ou:

d¢ = (Vi - AijiJj - fr,iYr) diJi'

En annulant Ie coefficient de diJ i on obtient les relations (23). Les iJi et Yk qui maxi­
misent ¢ en sont done une solution.

(b) Principes de minimum. Soit, pour un meme etat de contraintes, deux vitesses de
contraintes 0'(1), 0'(2) auxquelles correspondent les vitesses de deformation plastique
yP(lJ, yp(2). Si la matrice H kr est symetrique, 0'(1). yp(2) et 6(2). yp(l) veritient la meme inegalite

et

On peut done, dans (22) (ou W = yP), remplacer 0'(2). yp(l) par 0'(1). yp(2), d'ou (d'apres
l'inegalite (A) au sens large):

a(l). yp(1)+a(2). yP(2)-2a(1). V p (2) ~ O.

Cette inegalite est vraie aussi pour les vitesses de deformation eIastique. Elle est
done vraie aussi pour les deformations totales. On l'etend entin, par Ie theoreme des
travaux virtuels, aux contraintes et vitesses de deformation moyennes sur un element
polycristallin:

(27)

(28)

Les principes de minimum decoulent de (27):
Principe de minimum pour les vitesses de contraintes. Parmi toutes les distributions a~

statiquement admissibles et compatibles avec les conditions imposees sur ST' la distri­
bution reelle cTi minimise I'expression:

A* - 1 I .* .* dV f. T'*. dS- 2 (Ji ui - i Hi ,
~. Su
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il j designant les composantes des vitesses de deplacement (imposees sur Su), v1 des vitesses
de deformation liees aux iT1 par les relations (23) (l'unicite des v1 n'est pas necessaire).
En elfet:

A*-A = -2
1 f (iT:"v:"-iT.v.)dV- f (T:,,-T.)iI.dSI I I I III •

V Su

Mais !'integrale sur Su se confond avec l'integrale sur la surface totale S, puisque ~ est
donnee sur ST' et d'apres Ie theoreme des travaux virtuels:

Js (T1- Tj)il j dS = Iv (iT1- iTJv j dV

d'ou

Le minimum est absolu et strict, en accord avec Ie theoreme de Melan.
Principe de minimum pour les vitesses de deformation: Parmi toutes les distributions
vt cinematiquement admissibles et compatibles avec les conditions imposees sur Su, la
distribution reelle V j minimise I'expression:

B* = i r iT1v1 dV- f pXjut dV - f ~ilt dS, (29)Jv v ST

p designe la masse volumique, X j la vitesse des forces de masse et iTt est lie a v1 par les
relations (26).

La demonstration est tout a fait analogue a la precedente. On obtient:

B*-B > 0

donc si v1 "# Vj dans Ie cas ou l'inegalite A est stricte. Dans ce cas Ie minimum est strict.
Dans Ie cas ou I'inegalite A est large, on a un minimum large, en accord avec Ie fait que
Ie champ Vj peut n'etre pas unique.

Comme, d'apres Ie theoreme des travaux virtuels, A +B = 0, on a I'inegalite repetee:

A* ?: A = -B ?: -Bolt. (30)

(c) Stabilite des equilibres. E etant I'ecart par rapport a une position d'equilibre A,
cette position est stable si, c etant arbitrairement petit, on peut trouver lJ et lJ' tels que les
inegalites: Eo < lJ, Co < lJ' entrainent: E < c, 'tit > O. Eo designe l'ecart, Co I'energie
cinetique, pour t = O. Nous pouvons prendre comme definition de I'ecart: E = SVCjCj d V.
Cj designant les deformations supposees infiniment petites a partir de la position A et V
Ie volume du corps.

On suppose les deplacements I; imposes sur une partie S~, les contraintes T imposees
sur Ie reste ST de la surface S du corps. L'application du theoreme de l'energie cinetique
donne, 1r designant la puissance des forces s'exer9ant sur Set dans V, C I'energie cinetique:

f . dC
1r= a·c·dV+-

v " dt'

Or:

1r = J. 1;ej dS+ f pXjej dV = f alej dV,
ST v V
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a} designant les contraintes dans l'etat d'equilibre A, d'apres Ie theoreme des travaux
virtuels applique aux contraintes et forces dans cet etat et compte-tenu du fait que
¢i = 0 sur S~. On en deduit:

f l' dC
(ai-a j )I:i dV+ -d = O.

v t

Decomposons i;i en i;'[ = Ai/Jj et i;F et posons:

¢ = 1'Iv (ai - al )Aij(aj - a]) d V.

On a:

r (a.-a~WdV= d¢Jv I I I dt

et d'apres Ie principe du travail maximal (10)

f (aj-ani;F dV ~ 0
v

d'ou:

d
d/¢+C) ~ 0

ou:

(31 )

Pour une valeur donnee de E, differente de zero, ¢ possede une borne inferieure
positive. En admettant que cette borne inferieure soit effectivement atteinte pour une
certaine distribution des I: i correspondant a l'ecart E, elle ne peut pas etre nulle si la
matrice H et toutes ses sous-matrices principales sont inversibles, car, dans ce cas, d'apres
(11) il est impossible qu'un element se cteforme sous contrainte fixe; par suite a j = al
impliquerait I: i = 0, d'ou E = O.

Pour rendre E inferieur a 8, il suffit alors de prendre Eo < I: et ¢ < tl, fI etant Ie
minimum de ¢ pour E = e. Or la derniere inegalite est realisee si Co < fl/2 et ¢o < fl/2.

En resume Ie principe du travail maximal et I'inversibilite des sous-matrices prin­
cipales de H constituent une condition suffisante de stabilite.

Revenant aux hypotheses A et B, celles-ci assurent l'inversibilite des sous-matrices
principales de H si l'inegalite A est strictet. Par consequent la stabilite est assuree s'il
y a potentiel plastique convexe, si I'inegalite A est stricte et la matrice H symetrique.

(d) Praprihes des andes plastiques. On va montrer au numero suivant que les hypo­
theses A et B permettent d'etendre au cas du potentiel multiple les proprietes precectem­
ment etablies dans Ie cas du potentiel simple [5].

8. ONDES PLASTIQUES

(A) Etudions d'abord les proprietes de la matrice f1 de (26). En fait cette matrice
depend du mode de deformation, donc possede 2q determinations differentes, qu'on

t Dans Ie cas du potentiel plastique simple ceci exclut Ie corps parfaitement plastique cf. [6].
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peut noter f.1.ij"··'v n, en un point iFi ou se croisent q faces de la surface de charge (Ia propriete
d'unicite indique que Ie mode depend de v d'une maniere univoque).

(1) La matrice f.1.U .. ·Vn est symetrique.

En efIet, soit v(l), V(2) deux vitesses de deformation auxquelles correspond Ie meme
mode, 0-(1), 0-(2) les vitesses de contraintes qui leur sont associees. On a:

iF(I)V\2) = iFP)[ (' .y'(2)+A..iF(2)] = H y'(l)y'(2)+iF\I)A..iF(2)
l I I J k,t k I} J kr r k 1 I} J .

Done:

ou:

f.1.ij = f.1. ji .

(2) La forme quadratique f.1.ij"··VnViVj est non negative

En efIet avec v(l) = V(2) la relation precedente donne:

(32)

(33)

(I'egalite it zero est possible si Ie determinant de la matrice H est nul, parce que dans ce
cas, il existe pour iFi = 0 des Yr #- 0 solutions de (5), et par suite des vitesses Vi #- 0; et
pour ces vitesses iFivi est nul)t.

(3) La suppression d'un mecanisme d'ecoulement augmente la valeur de laforme quadtatique.
(pour les memes vJ

Supprimant par exemple Ie mode Vn on a:

(34)

En effet, pour Ie meme v, designons par o-(n), o-(n-I) les valeurs correspondantes de 0-,
par Ykn), Ykn-I) les valeurs de Yk dans les modes 1,2, ... n et 1,2, ... n -1, respectivement.
k et s prenant les valeurs 1,2, ... n - 1, on a, en evaluant Vi dans Ie mode n:

iF(n-l)v. = iF~n-I)[ (' .:.<n)+f, .y'(n)] + iF(n-l)A..iF(n)
I I I J k,l Yk n,l n l Z} J

= H ksy~n-l)Ykn) + fn,iiFln- I)y~) + iF~n-l)AijiFjn).

Puis, evaluant Vi dans Ie mode n - 1:

iFln)vi = iFln~k,iy~n-I)+iF~n)AijiFjn-l)

- H '(n)'(n-l)+H '(n)'(n-I) '(n)A '(n-l)- ksYs Yk knYn Yk + (Ji iPj .

Par consequent:

A = lI\n-l)v.V.-I/~)v.V. = y'(n)[f, .iF(n-I)_H y'(n-l)]
t"'IJ I J t"'IJ I) n n,l I kn k .

Or les deux facteurs y~n) etfn,iiFln-l)-HknYkn-l) s'annulent si et seulement si vest telle
que les deux modes cOIncident (I'annulation de y~n) est la condition de cOIncidence
exprimee au moyen des variables du mode n, l'annulation du crochet est la meme condi­
tion exprimee au moyen des variables du mode n -1). II en resulte que A conserve un

t S'il existe m relations entre les formes lineaires H,.i'., il en existe autant entre les formes Jlijvj"
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signe constant. Quand v varie de maniere que Ie mode reel soit d'abord Ie mode n 1, puis
Ie mode n, les deux facteurs passent du signe - au signe +. ~ est donc toujours positif,
d'ou (34).

La demonstration de ces trois proprietes est plus aisee lorsque la forme quadratique
HrkxrXk est definie (c'est a dire strictement) positive. Toutes les sous-matrices H kr sont
alors inversibles de sorte que:

Vi (fk.ig/:;,,·v1r.j+A i)Uj = Miij'

De la symetrie de gkr et de Aij, il resulte que Mij est symetrique. Du caractere defini
positif des formes quadratiques associees, il resulte que la forme:

est definie positive. Alors Mij possede une inverse flij symetrique (32) et la forme associee
est definie positive (33).

Enfin, en utilisant la relation (16), on obtient:

, (0) ('
ou Cf>i = gpk.lk.i (35)

(36)

d'ou puisque g~~ > 0:

M (n) _ M(n-I) + 1 ( )2 > M(n-I)ij XiXj - ij XiXj wCf>iXj jj XjXj'
gPP

Pour les formes adjointes flijVjVj l'inegalite est renverseet, d'ou (34).
On peut d'ailleurs preciser la relation entre fl~n/ et fllj-I) de la maniere suivante. La

relation:

(37)

donne:

d'ou:

. ~1 1 (n-I) ) (0-1)
Cf>h(Jh +wflxP Cf>"Cf>{J = flhk Cf>hVk'

gPP

En reportant dans la relation precedente, il vient:
tn-I) tn-I)

J/\'!) = \'!-l)_flip <Ppflhj <Ph (38)
t'l} fll} g(n) + 1/(0 l)m In •

pp /""p '1',,'1' P

(B) Considerons maintenant une surface de discontinuite du second ordre t telle que Ie
mode de deformation soit Ie meme de part et d'autre de la surface (ceci a toujours lieu pour
une discontinuite [0-] suffisamment faible du vecteur vitesse de constrainte). D'apres (32)

tOn peut Ie demontrer en diagonalisant simultanement les deux matrices MI.) et MI.-I) par une transforma­
tion non orthogonale.

t Discontinuite des derivees premieres de la vitesse et des contraintes.
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et (33) la matrice Illj) possede les memes proprietes que la matrice Aij des coefficients
d'elasticite. II en resulte que comme dans Ie cas de I'elasticite if existe pour chaque direc­
tion de la normale ti la surface d'onde trois celerites possibles et les vecteurs [A] (dis­
continuite de l'acceleration) correspondants sont orthogonaux.

En revenant it la notation c1assique it deux indices pour les tenseurs aij, Vij' la matrice
Il s'ecrit Ilij,hk' Alors cf. [5] si (I.; designe les cosinus directeurs de la normale it I'onde,
o sa celerite, P la masse volumique, les valeurs de p02 sont les valeurs propres de la
matrice symetrique:

Blk) = Illj!hk(l.j(l.h

associee it la forme quadratique non negative:

Blk)xixk = Illj!hk(l.jXi(l.hXk (39)

et les vecteurs [A] sont les vecteurs propres correspondants.
Une discontinuite non propre se resoud en trois discontinuites propres se propageant

avec des celerites differentes (it condition que pour chacune d'elles la discontinuite de la
vitesse de deformation ne change pas Ie mode de deformation).

Comparons maintenant les celerites correspondant au mode de deformation
V 1, V2 , ... Vn et au mode V 1, V 2, ... Vn - 1• De (34) et (39) resuIte:

ce qui entrainet, Bp(p = 1,2,3) designant les trois valeurs principales d'une matrice B ik :

B (n) ~ B(n-1)
p ...., p • (40)

Si I'on supprime progressivement les mecanismes de deformation, on obtient finale­
ment Ie mode elastique correspondant aux matrices Aij,hk et BI2). On aura:

(41)

Donc: amesure que l'on supprime des mecanismes de deformation, les celerites des ondes
augmentent et en particulier les celerites des ondes plastiques sont inferieures ou egales
acelles des ondes elastiques de meme numero d'ordre.

On peut en outre preciser que les celerites des ondes n -1 et des ondes n se separent
mutuellement, c'est it dire que:

(42)

En effet, d'apres (38) en revenant it la notation it deux indices puis formant les matrices
B, il vient:

en posant:

ai = llij,pq({Jpq(l.j'

~ _ (n) (n-1)
r - gpp+JLmn,a,({Jmn({Ja,' (43)

t On peut Ie demontrer en comparant les grands axes, les rayons des sections circulaires et les petits axes
des ellipsoides associes aux deux matrices.
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Prenons comme axes les directions principales de la matrice B(n-1), dont les valeurs
principales sont designees ici par A 1, A z, A3, (A 1 ~ Az ~ A 3). Les valeurs principales
B 1, B z, B 3 de B(n) sont les racines de l'equation en S:

F(S) == IB ik -S<5ik l = °
soit en developpant Ie determinant:

F(S) == (A 1-S)(A z -S)(A3-S)-r[ai(Az -S)(A3-S)+a~(A3 -S)(A 1-S)

+a~(A1 -S)(A z -S)] = 0, (44)

r etant positif, on a:

F(Ad ~ 0, F(A z) ~ 0, et F( - 00) > 0,

d'oil les inegalites (42) (qui donnent en particulier une nouvelle demonstration de (40),
moins generale cependant que la precedente puisque (38) suppose les sous-matrices
principales de H inversibles). Les resultats precedents sont la generalisation des proprietes
etablies [5] dans Ie cas du potentiel plastique simple.

(C) Soit maintenant une surface de discontinuite telle qu'un des mecanismes de defor­
mation disparaisse a son passage, Ie mode etant V1 ... Vn devant la surface, V1 ··· Vn- 1
derriere. Nous limitant au cas oil l'inegalite A est stricte, donc les sous-matrices de H
inversibles, nous aurons:
derriere la surface:

V\2) = A..0-~Z)+g(n-1)f.f, .o-~Z)
I I} J sk J S,l k.} ) '

devant la surface:

v\l) = A..o-~l)+g(n)f .f, .0-~1)
I I} } SkJS,1 k,} } •

Soit fp = °(p = vn) la surface qui cesse d'etre active derriere l'onde. La vitesse de
glissement correspondante dans I'hypothese du mode V 1 •.• Vn est:

YP = g~Uk,jo-j'

Cette expression est positive avant Ie passage, negative apres Ie passage de l'onde.
N ous pouvons donc poser:

ou

g(n)f, .0-(2) = -Kg(n)f, .0-~1)
pk k,} } pk k,} )

(n)f, . (Z) _ _ K_ (n)f, [. ]
gpk k,/lj - 1+ Kgpk k,j G j ,

K > 0,

D'apres (16) on en deduit alors:

(g(n) _g(n-1))f, .0-(2) = _K_(g(n) _g(n-1»)f, .[0-.]
sk sk k,) } 1+ K sk sk k.}} .

L'introduction du rapport K permet d'ecrire:

g(n) + Kg(n - 1)

[v] = Ai)o-j]+ sk 1+:k fs,i.h,j[o-j]'
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M!~)+KM!n-1)
M .. = IJ IJ

IJ 1+K K> 0,

et l'on est ramene formellement au cas etudie en B. II resulte de (36) que:

Mlj-1)XiXj ~ MijXiXj ~ Mlj)xixj'

Par consequent la celhite de la surface de discontinuite est comprise dans l'un des
trois intervalles entre les celerites de meme numero d'ordre pour Ie mode v1 ••• Vn et Ie
mode V1 ••• Vn - 1•

La direction du vecteur [A] associe a la surface de discontinuite est celle du vecteur
propre de la matrice Bik correspondant a la valeur propre pOZ, sa grandeur etant fixee
par Ie rapport K. Cette surface de discontinuite, correspondant au blocage du mecanisme
Vn , est unique. Une discontinuite pour laquelle la direction du vecteur [A] n'est pas
celle du vecteur propre correspondant de B ik se resoud en une discontinuite n, n - 1, des
ondes n, n qui se propagent en avant de la surface n, n-l, et des ondes n-l, n-l qui
se propagent en arriere de cette surface.

Ces resultats sont la generalisation au cas du potentiel multiple des proprietes des
surfaces de decharge dans Ie cas du potentiel simple [5].

(D) Soit enfin une surface de discontinuite telle qu'un mecanisme de deformation
nouveau (P) apparaisse ason passage. On aura:

derriere la surface:

V(2) = A./;V)+ g(n) {" .j, .&(2)
I l} J sk J S,l k.) ) ,

devant la surface:

v!l) = A.&(1)+g(n-1) {" .j, .&(1)
I IJ J sk J S,I k,J J •

II faut noter que &)1) est une derivee a gauche (t-O). L'expression YP = g~Uk,j&j

evaluee pour cette derivee est positive, car elle a Ie meme signe (cr. A3) que
f p,i&ln-1)-HkpYkn-1), positif d'apres (4') pour les derivees a gauche. La meme expression
est aussi positive pour &f) (derivee a droite) puisque Ie mecanisme pest actif derriere
la surface. On peut donc poser:

g(n)j, .&(1) = Kg(n)j, .&(2)pk k,J J pk k,J J avec K > O.

Par les memes calculs qu'a la Section (C), en permutant les indices 1 et 2 et changeant K

en -K, on en deduit: [v;] = Mij[&j] avec:

M~~) - KM~~-l)
M .. = IJ IJ

IJ l-K K> O.

Mais cette expression ne fournit pas directement de limitation severe pour la celerite
Ode la surface de discontinuite. C'est pourquoi, en utilisant la formule (35) pour exprimer
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Mlj), nous ecrirons plut6t:

J. MANDEL

[ ] _ M(n-1)['] ({>i({>j [.]
V j - jj O"j + (1- ) (n) O"j

K gPP

ce qui revient it remplacer dans (37) gt~ par (1- K)gt~. On en deduit que la matrice Bjk
est ici:

avec, d'apres (43):

1 _ (1 ) (n)+ (n-1)
---; - - K gPP J1mn.at ({>mn({>at'
r

K etant positif, r' est exterieur it l'intervalle 0, r (r' > r ou r' < 0).
Soh F'(S) == jB;k - Sc5 jk l = °l'equation en S de B'. Elle est donnee par (44) oil rest

remplace par r'. D'autre part:

(45)

Les racines de F(S) sont B 1, B 2 , B3 qui correspondent aux ondes n, n. Il resulte de (44)
que F' (Ad, F' (A 2 ), F' (A 3 ) ont respectivement les signes de -r', +r', -r' et de (45) que
F' (Bd, F' (B 2 ), F' (B 3 ) ont respectivement les signes de r-r', -(r-r') et r-r'. On en deduit
que les valeurs propres de la matrice B' sont exterieures aux intervalles B 3A 3 , B 2A 2 et
B 1A 1 (la plus grande etant superieure it A 1 si r' < 0, la plus petite inferieure it B 3 si
r' > r). Par consequent:

La celerite de la surface de discontinuite est exterieure aux intervalles compris entre les
celerites de meme numero d'ordre pour Ie mode V 1 '" Vn et Ie mode V 1 ••. Vn - 1•

Dne discontinuite pour laquelle la direction du vecteur [A] n'est pas celle du vecteur
propre correspondant se resoud en une discontinuite n -1, n, des ondes n -1, n -1 qui
se propagent en avant de la surface et des ondes n, n qui se propagent en arriere.

On a choisi ci-dessus comme donnee Ie rapport K, ce qui a l'inconvenient de laisser
une indetermination entre trois valeurs possibles de la celerite n. En fait cette celerite
est determinee d'une maniere unique [2] par des donnees plus completes relatives it
la region (1) (en avant de la surface). Elle doit etre telle quefp reste nul'rlt sur la surface
de discontinuite dans la region (1), soit, ofp/on designant la derivee normale it cette
surface:

fp dependant des contraintes O"j des glissements rk et eventuellement des coordonnees de
I'element de matiere, cette equation s'ecrit:

• '(1) H '(1) no (. OO"j Hark Ofp) - °Jp.jO"j - pkrk +u Jp,j:;- - pk:;-+:;- r1.j -
UXj UXj UXj

d'oil n si I'on suppose les grandeurs O"j, o-j, rk' Yk donnees dans la region (1).
Dne equation analogue pouvait etre ecrite dans Ie cas examine en (C), en introduisant

les donnees O"j, o-j, rb Yk relatives a la region (2).

t Dans la region (2) ceHe equation est identiquement satisfaite, donc elle ne donne pas de condition pour
n, car f p etant nul Vt et Xi dans ceUe region, on a afp/at = 0 et afp/an = o.
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On a generalise la theorie classique de l'ecoulement plastique en imaginant plusieurs
mecanismes d'ecoulement non independants entre eux. Cette conception reunit dans un
meme cadre: l'ecrouissage et la plasticite parfaite, la theorie de Koiter des mecanismes
multiples independants, les relations proposees par Hodge pour l'ecrouissage isotrope
dans Ie cas de plusieurs mecanismes, la regIe d'ecrouissage de Taylor.

Moyennant deux hypotheses complementaires, on a demontre l'existence et l'unicite
du mode de deformation pour une vitesse de contrainte donnee. Les memes hypotheses,
jointes it celle du potentiel plastique, ont permis de retrouver tous les theoremes classiques
de la Plasticite (notamment theoreme de Melan, principes de minimum, condition
suffisante de stabilite) ainsi que les proprietes des ondes et surfaces de discontinuite
precedemment etablies dans Ie cas du potentiel plastique simple.
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Abstract-A medium is considered in which plastic deformation is induced simultaneously by several mech­
anisms. Such a scheme has already been proposed by different authors, notably Koiter, but assuming only
independent mechanisms.

The generalization considered here is concerned with the case of non-independent mechanisms. First the
flow relations are established and their form discussed. It is shown next, with the aid of two complementary
hypotheses, that these more general relations retain the same properties as those of Koiter. In conclusion, it
is showQ that these two hypotheses permit the finding of all the classical theorems of the theory of the plastic
potential, as well as the properties of waves and surfaces of discontinuity established before for the case of a
simple plastic potential.

A6CTpllKT-PaCCMaTpHBaCTCJI cpe,lla. B KOTOpOil. rmaCTH'IecKaJl ,llccI>opMaI.\HJI npOH3BO,llHTCJI O,llHOBpeMCHHO

HecKOJIbKHMH McxaHH3MaMH. TaKaJl CXCMa 6bma paHblllC npe,llJIO)J(CHa pa3HblMH aBTOpaMH. OC06eHHO

Koitcr'oM, HO C npe,llnOJIO)J(CHHCivi HC3aBHCHMblX McxaHH3MOB. 0606IllCHHC, npC,llJIo)J(cHHOC 3,llecb. HMCCT

,llCJIO co CJIy'lacM HC-HC3aBHCHMbIX MCXaHH3MOB. B Ha'laJIC YCTaHaBJIHBalOTCJI OTHOIllCHHJI nOTOKOB H ,llHCKy­

CCHpyCTCJl HX cl>opMa. }l;aJIbillC YK:13aHO C nOMOlllblO ,llBYX ,llOnOJIHHTCJIbHbIX npe,llnOJIO)J(CHHiI.. 'ITO 3TH

60JIce o61llHc OTHOIllCHHJI COXpaHJlIOT TC)J(C CBOHCTBa. 'ITO H OTHOIllCHHJI Koitcr'a. B 3aKJIIO'ICHHC nOKa3aHO,

'ITO 3TH ,llBa npe,llnOJIO)J(CHHJI n03BOJIJlIOT BblBecTH BCe KJIaCCH'IecKHC TCOpeMbl B TCOpHH rmaCTH'IecKoro

nOTCHI.\HaJIa, TaK)J(C KaK cBOHCTBa BOJIH H nosepXHocTcii pa3pbIBHOCTH, YCTaHOBJICHHblC npe)J(,llC,llJIJI CJlY'lali

npOCToro nJlaCTH'IecKoro nOTCHI.\HaJIa.


